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BAREM DE CORECTARE CLASA A IX A

1. Pe tabla sunt scrise trei numere reale, nenule nu neaparat distincte. Cand in locul lor s-au scris
produsul lor, suma lor si suma produselor lor luate cate doud, s-a constatat ca pe tabla au aparut
aceleasi numere ca si cele initiale. Care au fost numerele scrise initial pe tabla?

Solutie:

Daci a, b, c € R* sunt numerele initiale, atunci abc,a+ b+ c,ab+ bc + ca sunt noile numere ..... Ip
DaACa GDC =0 = DC =1 oo 2p
I'Dacd a+b+c=a=>b+c=0=>b=—csidinbc=1=—b> =1(fals!) .coceeeeeeeeeeeeeeenn. Ip
2°Dacd a+b+c=b=a+c=0=>c=—-a,dinabc=1=—-ab=1;din ab+bc+ac=c= a* =a=
a=1,1ar NUMETELE SUNT: 1, =1, =1 .ooiiiiiiiiiiiiiee ettt ettt e e e e e e s saaar e e e e e s e sesnnns 2p

3Daca a+b+c=c=>a+b=0=>b=-a,dinab+bc+ac=b=a=1=b=-1sic=-1
NUIMETELE SUNT: 1, =1, =1 oottt e e et e e e e e s e st b bt e eeeeeesesssaaateseeesesssssnnnes Ip
(Din motive de simetrie, cazurile abc = b si abc = ¢ dau aceleasi solutii)

2. a) Demonstrati ca (1+a)" >1+na, pentru orice ne N",a € (0,00) .
b) Fie (a,)

g>1. Daca a,=b >0 si a,=b,aratati ca b, >a,, pentru orice neN"(folositi eventual

.o O progresie aritmetica de ratie » >0, iar (bn )neN* o progresie geometricd de ratie

inegalitatea de la a)).

Solutie:

a) demonstreaza inegalitatea(prin inductie matematica) ..............ceveviiiiieiiiinieiiinieaiiannannn, 2p
b) Scrie a, =a,+(n=1)r $i b, =Bg" " oo 2p
Fie a,=b =a>0 atunci 7 =a (g —1) cccccorirrinreiiiciecececee s Ip
b, =aq"" = a(l%rq—l)rk1 > a(1+(q—l)(n—l)) =a +r(n—1) T e 2p

3. Fie ABCD un patrulater convex, P mijlocul segmentului [AB] si M e [BC ],N € [AD] astfel
. . BM AN 1
meat ——=——=—.
BC AD 3
a) Exprimati vectorii PM si PN in functie de vectorii PA,PC,PD.

b) Demonstrati ca mijloacele segmentelor [AB] ,[MN ] si [CD] sunt puncte coliniare.

Solutie:

3.0) PM =B+ BM = PB4 BC = P+ (PC=PB) s Ip

PM =2 PB4 PC = - PC -2 P o Ip
3 3 3 3

PN = PA+ AN = P+ AD = PArt £ (PD=PA) v Ip

PN =S PD4 2P sttt Ip
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b) Fie F si G mijloacele segmentelor [MN ], respectiv [CD].

P = (P 4 PN) =3[ SPC-2 i |+ (1 PD4 2P = (PO D) o Ip
2 2\3 3 2\3 3 6

] —

PG:E(PC+PD) .......................................................................................................................... Ip
Deducem ca ﬁ?=3ﬁ:>P,F , G =COLIMIATE ..ottt et e e e e Ip

4. Zidul unei cetati reprezintd o linie poligonald inchisd(vezi figura de mai jos). Fiecare doua

semente vecine ale acestei linii poligonale formeaza un unghi drept. Intr-o noapte, un parasutist

a aterizat langa zidul cetatii. Acesta nu stie dacd este in interiorul sau in exteriorul cetatii.

Ocoleste zidul cetatii si numara cate cotituri face la stdnga si cate la dreapta intr-un tur complet.
0

—d4 ]
s HE—E

a) Cate cotituri face parasutistul la dreapta si cate la stinga, dacd ocoleste zidul astfel incat
acesta sd ramand mereu in dreapta sa, in ambele cazuri(ocolire interioarad sau ocolire
exterioara)?
b) Cum deduce parasutistul daca a aterizat in interiorul sau exteriorul cetatii?
Solutie:
Parasutistul lasa parasuta intr-un punct langa zid(punct de pornire), diferit de un colt al zidului ... 1p
Daca cetatea se ocoleste prin exteriorul zidului, se vor face 9 cotituri la dreapta si 5 cotituri la
SEATIZA ..ottt ettt ettt e ettt e et e et e e et e e e a bt e e a bt e e ht e e e ab e e e abee e htee e bbee e bt e e enbeeenteeenbteenn 2p
Daci cetatea se ocoleste prin interiorul zidului, se vor face 5 cotituri la dreapta si 9 cotituri la stanga

(9 ocoliri la dreapta = ocolire exterioara)
(5 ocoliri la dreapta = ocolire interoara)
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BAREM DE CORECTARE CLASA AX A

1. Un automobil se deplaseaza cu viteza de 90 km/h la vale, cu 72 km/h pe loc drept si cu
60 km/ h la deal. In aceste conditii automobilul a parcurs distanta de la orasul 4 la orasul B in 5
ore, iar distanta de la orasul B la orasul 4 in 4 ore. Aflati distanta dintre 4 si B.

Solutie:
Daca x, y, z sunt distantele in km parcurse de automobil la vale, pe loc drept si la deal de la 4 la B
........................................................................................................................................................... Ip
Atunci x,y,z sunt distantele parcurse de automobil la deal, pe loc drept sila valedelaBla 4 .... 1p
5 et 2p
90 72 60
B e et e e 2p
60 72 90
0 = 2 304 KM oo Ip
36
2. a)Demonstrati cd log, 3-log,4-....-log,,,2012e R\ Q.
b) Fie z un numar complex, nenul, aratati ca |—Z| + H eR.
z| z
Solutie:
a) Se demonstreaza cd log, 3-log, 4-....-10g,,,, 2012 =10g, 2012 .....cccciiininininiiieccce 2p
108, 2012 =2 4108, 503 ..ottt Ip
Demonstram prin reducere la absurd ca log, 503 ¢ Q sirezulta canici log,2012¢Q ............... Ip
D) Z=A+Di,a,0 @R,|ZI S NG 4 D7 oo Ip

|Z| _a—bi

.................................................................................................................................. Ip
z Na'+b’

N Ip
|| 2

3. a) Demonstraticd x+ y>2./xy, pentru orice x,y € [0,00) .
1 1

: 1 : - : o :
b) Demonstrati cd x+—>2 1 2"-3*+2+.3">12, pentru orice x>0 (puteti utiliza si
x

inegalitatea mediilor).

1 1 x+l

¢) Rezolvati in R", ecuatia 2* 3¢ 427 .3 +(\/€) ¥ -18.

Solutie:

a) Demonstreaza ca X+ 2 24XV, VX, ¥ 20 cooiiiiiiiiiiiiie
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b) x+ 1 PR Ip
X
1 ML
273 4253522V 2 T3 ¥ 22427 3 212 e 2p
C) X <O NUESEE SOIULIC . ..iititiit ittt et e et e Ip
x> 0; conform b) membrul StANG > 18 .....cciieiiiiiiiiiiiie e Ip
Inegalitatea devine egalitate daca x + L 2,deCT X =T oo Ip

X

4. Punctele spatiului fizic obisnuit sunt colorate in mod arbitrar cu doud culori.
Demonstrati ca existd un segment ale carui extremitdti si mijloc sunt la fel colorate.
Solutie:
Reducem la absurd (presupunem ca nu existd un astfel de segment). ..........cccceevveriiieiieniieenieninnns Ip
Fie verde si rosu, cele doua culori.
Consideram un segment AB, avand extremitdtile colorate in verde.(existd un astfel de segment,

pentru ca in caz contrar problema devine banald) ...........ccccoceeviriiiiiniininie Ip
Atunci mijlocul M al acestui segment este COlorat CU TOSU ....ccuvieuerriieniieriieiie e eee e Ip
B A M B Al
¥ ¥ooF W r
Fie A" simetricul punctului Afatd de B si B’ simetricul punctului B fatd de punctul A .................. Ip
Deoarece punctele A si B sunt colorate cu verde, rezulta ca punctele 4'si B'au culoarea rosu(in caz
contrar punctele A, B sid" sau B, A si B'ar contrazice ipoteza fAcuta) ...........cceevveievevierresienrenens Ip
Conform constructiei facute rezulta ca punctul M este mijlocul segmentului 4'B" .............ccoeuvee.... Ip
Dar punctele A', M si B'sunt colorate cu rosu, ceea ce contrazice ipoteza facutd. Asadar, exista un
segment cu Cerintele ProbIEMET ........ccuiiiuiiiiiiiieii e et Ip
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BAREM DE CORECTARE CLASA AXI A
1. Fie A={(x,y)/|x|+|y|£5}

a) Intr-un reper ortoganal (xOy), rezolvand inecuatiile corespunzatoare fiecarui cadran,

reprezentati multimea A, prin hasurare.
b) Sa se demonstreze ca oricum am alege 101 puncte din A4, exista cel putin doua dintre acestea
la o distantd mai micd sau egald cu 1( Impartind pétratul prin paralele la laturi).

Solutie:

a) A este formatd din multimea punctelor patratului MNPQ, M (5, 0) N (0,5); ( -5, 0) Q(O 5)

........................................................................................................................................................... 3p
- ) 2 . . :
b) Impéartim patratul in 100 de patratele de latura Y prin paralele la laturile patratului mare ....... 2p
Cel putin un patratel contine MACAT 2 PUNCLE .......eerueeriieriieriieeieeriieetteeteeieeseeeeteeseeeebeesseesseesaeaens Ip
Distanta dintre aceste doud puncte este cel mult egala cu diagonala , decicu l .......ccocevveiiennnnee. Ip
BN 2 —
2. Consideram functia f/:R\{0,1} >R, f(x )_x X N +31 2
x X—
Studiati existenta limitei lim f(x) pentru a=-0, a=0, a=1 i a=o.
Solutie:
lim f (1) =0 e Ip
N /(3) = T3 s Ip
2
T e 2p
Xt —x X —x
2 —
limﬁ = L Ip
x—1 x—1 2
Nu existd lim / (30) o Ip
BN (X)) =2 o Ip
-1 1 1
3. Fied=|1 -1 1
1 1 -1
a) Demonstraticd A4’ + A4-21, =0,
b) Demonstrati ci A este inversabila si determinati 4.
¢) Rezolvati in M, (R), ecuatia AX = 4° —1,.
Solutie:
a) Verificd egalitatea A% + A =2/, = Oy wocovieveeeieeieieieieeeie et 2p
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01 1
b)A-—(A+I3)=I3:>A‘=—(A+I3)=%1 R 3p
110

1 2 1 1
c)X=A"(A2—I3)=§1 2 1 | et r s 2p
11 =2

4. Fie functia /:R — R care verifica relatia f(x—y)—xf(y)<1-x, pentru orice x,y € R
a) Demonstrati ca f(x) <1, pentru orice xeR.

b) Demonstrati ca l—ﬂ < f(x) <1, pentru orice x > 0. Calculati lim f(x).
X X—0
c) Determinati toate functiile f care verifica conditia data.
Solutie:
a)Pentrux=0:>f(—y)él,VyeR:f(x)Sl,VxeR ................................................................ 2p
0)-
b) pentru x=y = f(0)—xf(x)<I-x=1+ /(0) < f(x), pentru orice x>0 . ..ooovverrienne. Ip
X
B (2 21 Ip
: - 1 : - 1
¢) Pentru x> 0si y € Ravem f(x—y)—f(y)é——l, deci f(y)zf(x—y)—— | R Ip
X X X X
1im[m—l+1j=1 ................................................................................................................. Ip
X—>0 X X
Rezultd f(y)>1,VyeRsiconcluzia f(x)=LVXER oo 1p
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XII A

1. Pe G =(3.0) definim legea de compozitie xoy=(x-3)(y-3)+3,Vx,yeG.
a) S se demonstreze ca (G, o) este grup abelian.

b) Calculati 508", unde 8’ este inversul lui 8 in G.
c¢) Demonstrati ca, dacd H este subgrup al lui (G,o) care contine toate numerele naturale mai

mari sau egale cu 4, atunci H contine toate numerele rationale g > 3.

Solutie:
a) - operatia “o” este COMULatiVA $1 ASOCIALIVA ....ecuvieviiriiieiieniieeiieeieeitesiee et e sieeebeesereebeeseeeenseeees Ip
- elementul NEULIU €STE € =4 € G ..eoeeriiiiieieeieeeee ettt Ip
- oricare x € G admite x'=3+ 3 E G ettt ae Ip
x —
1 1 2 1
b)508’:50(3+—j:2-—+3:3+—:—7 ..................................................................................... 2p
5 5 5 5

) q=%>3,a,beN* —a-3b>0sicum a,beN" = a—3b>1 deci a—3b+3>4 5i b+3>4=

:>a—3b+3,b+3eH.Din(a—3b+3)o(b+3)'eH:>“_3b+3=%=qu ............................ 2p
2
2. Calculati j *
1x(x +1)
Solutie:
x*dx
L = | o ettt ettt e et e e bt e e s bt e e abeeenabeeenabeeenn 2
1963(963+1) P
8
x3=t:>1=l.[ e 2p
39¢(r+1)
8 8
T P T ,
39\t t+1 3 t+1)
1. 16
L = I ettt h ettt b et eht e bbb et e bt e b et 1
309 P

3. Consideram f:[1,00) —[1,00)0 functie derivabild cu f(1)=1, pentru care ordonata punctului
de intersectie a axei Oy cu tangenta Intr-un punct oarecare al graficului functiei f'este egala cu
jumatate din ordonata punctului de tangenta.

a) Demonstrati ca xf"(x)= %f(x),x >1.

.S x . . 3
b) Demonstrati ca .[ j;T())dt =In \/: , pentru orice x >1,a >1fiind un numar fixat.
t a
c¢) Determinati functia f.
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Solutie:

a) Ecuatia tangentei in M (x,,y,) € G este y— f(x,) = f"(%,)(x =, ), %, >1si taie Oy in

A(O,f(xo)—xof'(xo)) .................................................................................................................... Ip

%f(x0)=f(xo)—x0f'(xo),xo21 .................................................................................................. Ip
[EAQI R S \ﬁ

b).[f(t)dt—.gztdt—zlnt L A 2p
EAUFEAC)

C) jf(t)dt_ln ..................................................................................................................... Ip

S () _ [ _/f(a)
a) \f =c x,cconstanta[c— \/; j .............................................................. Ip
Din f(1)=1=c=1si f(x)= N L = OO Ip

4. Se considera in plan trei discuri disjuncte D,, D,, D,de raze r,r,,r,. Notam D =D UD,UD;si

S aria lui D. Stiind ca proiectia lui D pe axele unui reper xOy sunt doud segmente avand suma
lungimilor egala cu 1, se cere:

a) Ardtatica S < % ;

b) r+r, +r 2%;

c) S>—
48
Solutie:
a) Fie (AB),(A'B") proiectiile multimii D pe cele doud axe si MNPQ dreptunghiul determinat de
paralele duse prin 4, B, A", B'la axe, deCi MN + NP =1 ....ccccoveviiiirieieeeeeeeeeeeeeiee e Ip
Dreptunghiul MNPQ contine mMuUItIMEa D .........cccueevuiieiiiiiiieniieiie ettt ettt Ip
2
M. P 1

S, < MNPQ=MN-NP£(¥) SR S—— Ip

b) Deoarece proiectia lui D pe fiecare axd este un segment si proiectia unui cerc pe o dreapta este
proiectia diametrului, paralel cu dreapta, pe dreapta, rezultd 2r, +2r, +2r, 2 AB si

2r+2r,+2r, 2 A'B', sumand rezultd 47 +4r, + 47, 21 oo 2p

C) r12+r22+r322%(1f1+1f2+r})2 ......................................................................................................... Ip
T 2T

SD=7r(r12+r22+r32)2§(r1+r2+r3) 24—8 ..................................................................................... 1p
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